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Topoldgiai alapfogalmak
DEFINICIO Z € R" € > 0 sugaru kérnyezete K; . = {g € R" : [T — y| < €}
DEFINicIO Z € R™ € > 0 sugart kisziirt kornyezete K@E = K; .\ {z}
DEFINICIO A C R™ korlatos, ha létezik olyan R, hogy A C K5

DEFINICIO Az T € R™ pont az A halmaz
1. bels6 pontja, ha létezik e > 0, hogy Kz . C A
2. kiils6 pontja, ha létezik € > 0, hogy Kz c N A =0

3. hatarpontja, ha minden € > 0 -ra K; ¢ belemetsz A-ba és A®-be

DEFINICIO A C R"™ nyilt, ha egyik hatdrpontjat sem tartalmazza
A C R" zéart, ha minden hatdrpontjat tartalmazza

TETEL A C R™ nyilt és zdrt egyszerre < A =0 vagy A =R"

DErINfciO (Konvergencia)
Zr — T, ha minden € > 0-hoz létezik olyan N = N(e) kiiszob, hogy k > N
esetén |T — T | < €

TETEL T — T < az T bdrmely kornyezetén kiviil csak véges sok Ty, lehet.

TETEL A konvergencia koordindtanként torténik

azaz Ty Hi"@:cf:) -z (k—=o00,i=1,...,n)

TETEL Az A C R"™ halmaz zdrt < tartalmazza barmely T € A konvergens
sorozatanak hatarértékét.

DEFINICIO Az A C R™ halmaz torlédasi pontja 7 € R™,

ha minden € > 0-hoz létezik §j € A (T # §), hogy |T — §| < €

azaz T barmely kérnyezetében van A-nak Z-t6l kiilonboz6 pontja,
azaz T barmely kérnyezetében végtelen sok pontja van A-nak.

DEFINICIO AzZ € R" izolalt hatdrpontja A-nak, ha T-nek van olyan kérnyezete,
amely Z-en kiviil nem tartalmaz A-beli pontot.

TETEL A halmaz torlédédsi pontjai a belsé pontok és a nem izolalt hatdrpontok



Parcialis hatarérték, hatarérték

DEFINiCIO (Hatdrérték)

Ha a € R" torlédasi pontja Dy C R"-nek, akkor

hmeSi—ui f(i‘) =A<

Ve> 038 >0, hogy minden Z € K 5N Dy esetén |f(Z) — Al < €

DEFINICIO (Parcidlis hatarérték)

Ha a € R" torlédési pontja X C Dy C R™-nek, akkor

limX9 T—a f(i') A&

Ve> 038 >0, hogy minden T € K, 50 X esetén |f(z) — A| < ¢

TETEL Ha limz_.; f(Z) = A, akkor minden parcialis hatarérték A, azaz ha van
két kiilénbéz6 parcidlis hatdrérték, akkor limz_.5 f(Z) nem létezik.

DEFIN{CIO
limz .z f(Z) =00 < VK >03 >0, hogy minden & € Kz 5N X esetén f(z) > K
limz .5 f(Z) = —c0oe VK <039 >0, hogy minden T € Kz s N X esetén f(z) < K

Folytonossag

TETEL (Atviteli elv)
limp,sz.4 f(Z) = A< bdrmely Dy > Ty — a, Ty # a esetén f(Z) — A

TETEL (Bolzano-Weierstrass-tétel)
Ha &, € R", |Zx| < A akkor van egy Tj, — T* részsorozata.

DEFINICIO f folytonos az a € Dy pontban,
haVe>036 >0, hogy minden T € Kz 5 N Dy esetén |f(Z) — f(a)] <e

DEFINICIO f egyenletesen folytonos az K C Dy halmazon,
haVe>036 >0, hogy minden Z,j € K,|Z — 3| < § esetén |f(Z) — f(§)| < e

TETEL Ha f és g folytonosak a-ban, akkor cf, f + g, fg, tovdabbd g(a) # 0
esetén f/g is folytonos a-ban.

TETEL (Kozvetett fv folytonossdga)
Ha g; fiiggvények - 1...n) folytonosak a € R?-ben, tovabbd f n-valtozés és
folytonos (g1(a) ... gn(a))-ban, akkor f(g1(a)...gn(a)) is folytonos a-ban.

TETEL Ha K € R" korldtos és zért (azaz kompakt), tovdbba f folytonos K-n,
akkor

1. f korlatos K-n
2. f felveszi maximumat és minimumat K-n

3. f egyenletesen folytonos K-n



Derivalas

DEFINICIO f(Z) az i. véltozdjdban parcidlisan differencialhaté az a pont-
ban, ha létezik és véges

. flar...xg.an) = flar.oap.oan) L,
976}11%1 (mi—ai) _f (a>

DEFINICIO Legyen f(Z) értelmezve a egy kérnyezetében (a Dy belsé pontja).
Az f(z) totdlisan differencialhaté a-ban, ha

f(‘,f) = f(a‘) +A1($1 _al) +... +An(xn - an) +€(‘T)

%i e(x)

—a |z —a

=0

B

TETEL Ha f totdlisan differencidlhaté a-ban, akkor A; = f, (a) (i =1...n),
azaz

F(@) = f@) =) f1.(@)(zi — a;) + (@)
=1

DEFINICIO f a bdzisponti elsé derivaltja az T helyen

TETEL Ha f totalisan differencidlhaté a-ban = folytonos a-ban.

TETEL (Totélis differencidlhatésag elégséges feltétele)
Ha az f;, () derivdltak folytonosak a-ban, akkor f(z) totalisan diffhaté a-ban.

TETEL (YOUNG TETELE a vegyes parcidlis derivédltakrdl)
Ha azfy, és f,, fiiggvények kiziil legaldbb az egyik folytonos (a, b)-ben, akkor

Yy
fiy(a,b) = f7.(a,b)

Magasabbrendé derivaltakra hasonloképpen kimondhato.

Miiveletek

TETEL Ha f és g totdlisan differencialhatdk a-ban, akkor ¢ f, f4g, f g, tovdbba
g(@) # 0 esetén f/g is totélisan differencidlhaté a-ban.



TETEL (Kozvetett fliggvény derivildsa)

Haagi(x1,...,%m) ... gn(z1,...,2,) fiiggvények totdlisan differencidlhatdk az
a=(ai,...,any) pontban ésaz f(u1,...,uy,) fliggvény is totdlisan differencidlhaté
ab= (g1(a),...,gn(a)) pontban, akkor az f(g1(Z), ..., g.(Z)) Gsszetett fiiggvény
is totalisan differencidlhaté a -ban és

Fr(g1(@), s gn (@) = £, (0) (91), (@) + .. + £, (D) (gn)%, (@)

Az 5f Sf 6 5f 6

Sz;  Oduy dx;  Suy Oy

Specialisan

fo(g(z,y), Mz, y) = fo, (9@, y), h(z,y)) gp(x,y)+ fo, (9(x,y), h(z,y)) b (2, y)

Iranymenti derivalas

DEFINICIO

grad f(a) := f'(a) = (f,(@),..., fz, (@)

DEFINICIO Legyen € egységvektor. Ekkor f fiiggvény € irdnymenti derivaltja

a-ban
fla+te) — f(a)

Déf(@) = limt_,0+ p

TETEL Legyen f totdlisan differencidlhaté a -ban. Ez esetben Dg f(a) pontosan
akkor lesz maximadlis, ha € egy grad f(a) irdnyu egységvektor. Tehdt a gradi-
ensvektor mutatja a fiiggvény leggyorsabb névekedésének az irdanyat.

Alkalmazasok

TETEL Ha f totdlisan differencidlhaté (a,b)-ben, akkor a z = f(z,y) feliilet
(a,b)-beli érintésikja

z = f(a,0) + fr(a,0)(x — a) + f,(a,0)(y — b)

TETEL Ha ®(z,y,z) totdlisan differencidlhaté (a,b,c)-ben és ®(a,b,c) = 0
akkor a ®(x,y,z) = 0 implicit megadasn feliilet (a, b, ¢)-beli érintdsikja

@, (a,b,c)(x — a) + @, (a,b,¢)(y — b) + P, (a,b,c)(z —¢c) =0

TETEL (Linearizdlds) Ha T kozel van a-hoz, akkor f(z) — f(a) ~ df (a, )



Implicit megadasu fuggvények
Az implicit fiiggvény dltaldnos alakja F(z,y) = 0, azaz F(Z,y(x)) =0
DEFINiciO (Implicit fiiggvény keresési feladat)

Adott F(Z,y) és tudjuk, hogy F(a,b) = 0. Keresiink egy y = y(x) fiiggvényt,
amire

1. y(a)=b
2. y értelmezett az a pont egy kiérnyezetében

3. F(z,y(Z)) = 0 az a pont egy kérnyezetében

TETEL (Az implicit fiiggvény létezése, folytonossdga)

Legyen F(a,b) = 0, F'(z,y) folytonos (a,b) egy kornyezetében és F, # 0 az
(@,b) egy kornyezetében. Ekkor van a-nak olyan U kérnyezete és egyetlen olyan
U-n értelmezett y(T) fliggvény, amire

1. y(a)=b
2. y(z) folytonos U-n
3. F(z,y(z)) =0, haz €U
TETEL (Inverz fiiggvény differencidlhatéséaga)

Ha az el6bbi tétel feltételei teljesiilnek, tovabba F totalisan differencidlhaté
(@, b)-ben, akkor y(Z) is totalisan differencidlhaté a-ban és

F! (a,b)

! o= xz; \ Uy

Yy, (@) = ——— i=1...n
Fi(a,b)



